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Dualne bazne funkcije za Bernsteinove polinome
Povzetek
V delu je predstavljena Bernsteinova baza vektorskega prostora polinomov sto-
pnje manǰse ali enake n in njene najpomembneǰse lastnosti. Na kratko so opi-
sane Bézierove krivulje in njihova uporaba v računalnǐsko podprtem geometrijskem
oblikovanju in de Casteljaujev algoritem kot stabilna metoda za iskanje vrednosti
polinoma v dani točki. Izpeljana je eksplicitna formula za dualne bazne funkcije,
predstavljene v obliki linearne kombinacije Bernsteinovih baznih polinomov, ter po-
dan matrični zapis relacije med tema dvema bazama. Z dualnimi baznimi funkcijami
vpeljemo dualne funkcionale, ki razpenjajo dualni vektorski prostor. Obravnavan je
vektorski prostor polinomov stopnje manǰse ali enake n z ničelnimi robnimi pogoji
in njemu prirejena Bernsteinova in dualna Bernsteinova baza. Na koncu navedemo
še praktično uporabo dobljenih rezultatov, zvezno aproksimacijo po metodi naj-
manǰsih kvadratov, kjer za dano funkcijo f ǐsčemo tak polinom p∗, ki minimizira
drugo normo ‖f − p‖2.
Dual basis functions of Bernstein polynomials
Abstract
In the paper the Bernstein basis of the vector space of polynomials of degree at
most n and its key properties are presented. The Bézier curves and their use in
computer aided geometric design and the de Casteljau’s algorithm as a stable method
for finding value of polynomial in a given point are briefly discussed. An explicit
formula for the dual basis functions expressed as linear combinations of Bernstein
polynomials is derived and a matrix form of the relation between these two bases
is given. With the Bernstein basis functions we introduce dual functionals which
span the dual vector space. The vector space of polynomials of degree at most n
with boundary constraints is defined and both the Bernstein and the dual Bernstein
basis of such space are derived. Finally, we provide a practical application of the
results, the continuous least squares approximation, where, for a given function f ,
we search the polynomial p∗ that minimizes the second norm ‖f − p‖2.
Math. Subj. Class. (2010): 41A10, 46A20, 65D17
Ključne besede: Bernsteinova baza, dualna baza, dualni funkcionali, polinomska
aproksimacija
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1. Uvod
Za vsak končnorazsežen vektorski prostor obstaja neskončno mnogo baz. Izbira
baze, s katero delamo, je tako odvisna od njenih lastnosti in postopka, ki ga iz-
vajamo. Glede na postopek lahko bazo izpeljemo sami, za mnoge znane postopke
pa obstajajo že standardne baze, ki jih za te uporabimo. Na vektorskem prostoru
polinomov stopnje manǰse ali enake n je Bernsteinova baza ena tistih, ki je bila
v svoji zgodovini oboje. Leta 1912 jo je matematik Sergei Natanovich Bernstein
definiral za dokaz Weierstrassovega izreka o konvergenci funkcij v neskončni normi.
Dolga desetletja je nato ostala pozabljena, dokler ni v 60. letih preǰsnjega stoletja
z razvojem računalnǐstva njena uporabnost dobila povsem nove dimenzije. Danes
je zaradi svoje stabilnosti in drugih koristnih lastnosti Bernsteinova baza ena naj-
bolj raziskanih baz s hitro rastočim obsegom uporabe. Ključnega pomena je tako v
teoriji aproksimacije kot v računalnǐsko podprtem geometrijskem oblikovanju.
Po uvodnem razdelku bomo v poglavju 2 zato najprej podali definicijo in nekatere
pomembne lastnosti Bernsteinove baze {Bn0 , ..., Bnn}, ki omogočajo tako širok razpon
uporabe. Za praktičen prikaz aplikacije teh polinomov si bomo pogledali prej ome-
njen Weierstrassov izrek in konstrukcijo funkcijskega zaporedja, ki konvergira proti
dani funkciji, ter Bézierove krivulje, ki jih krasi geometrijska intuitivnost v smislu
sledenja kontrolnim točkam, ne da bi pri tem izgubili gladkost krivulje.
V povezavi z Bernsteinovo bazo obstaja glede na standarden skalarni produkt
na prostoru L2([0, 1]) pripadajoča dualna baza. V poglavju 3 bomo najprej nave-
dli definicijo dualnosti in pokazali, da za vsako bazo končnorazsežnega vektorskega
prostora obstaja enolično določena dualna baza. Izpeljali bomo predpis za dualne
bazne funkcije Bernsteinovih polinomov, kjer so te funkcije predstavljene kot line-
arna kombinacija Bernsteinove baze. Iz dualnih polinomov bomo definirali še du-
alne funkcionale, ki razpenjajo dualni prostor. Ti med drugim omogočajo preprost
izračun koeficientov v izražavi polinoma v Bernsteinovi obliki.
Dalje bomo v poglavju 4 definirali vektorski prostor polinomov stopnje manǰse
ali enake n z 2k ničelnimi robnimi pogoji, kjer je vrednost polinoma in prvih k − 1
odvodov v levem in desnem krajǐsču intervala enaka 0. Na takem prostoru bomo
najprej izpeljali Bernsteinovo bazo, izkaže se, da je to množica {Bnk , ..., Bnn−k}, nato
pa spet poiskali predpis za pripadajočo dualno bazo.
Končno bomo iz dobljenih rezultatov v zadnjem poglavju 5 modelirali zvezni pro-
blem aproksimacije funkcije f po metodi najmanǰsih kvadratov, kjer ǐsčemo apro-
ksimacijski polinom p∗, da ima pripadajoči residual f − p∗ najmanǰso možno drugo
normo. Obravnavali bomo nekaj primerov, ko za postopek izračuna takega polinoma
vzamemo različne baze in videli, kako lahko z uporabo Bernsteinove baze in njene
pripadajoče dualne baze problem poenostavimo. S tem se lahko včasih tudi izognemo
numeričnim napakam. Vseeno polinomska aproksimacija na celotnem definicijskem
območju običajno zahteva aproksimacijske polinome precej visokih stopenj. Zato
kot rešitev navedemo še aproksimacijo z zlepki, ki jo izpeljemo kot kombinacijo in-
terpolacije, da dobimo odsekoma polinomsko funkcijo razreda Ck, in aproksimacije
po metodi najmanǰsih kvadratov, s katero določimo preostale neznane koeficiente.
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2. Bernsteinovi polinomi
2.1. Sergei Natanovich Bernstein. Sergei Natanovich Bernstein, ukrajinski ma-
tematik judovskih korenin, se je rodil 5. marca 1880 v Odesi v Ruskem imperiju.
Po zaključeni srednji šoli leta 1898 je na materino željo nadaljeval šolanje na eli-
tni parǐski univerzi Sorbonni. Med letoma 1902 in 1903 je tri semestre preživel v
Göttingenu, kjer je študiral pod mentorstvom priznanega matematika Davida Hil-
berta. Ob vrnitvi v Pariz je leta 1904 zagovarjal doktorsko disertacijo z rešitvijo
devetnajstega Hilbertovega problema na temo diferencialnih enačb eliptičnega tipa.
Komisija, z Émilom Picardom na čelu, je disertacijo sprejela z navdušenjem.
Leto kasneje se je vrnil v Ukrajino z namenom, da bi poučeval na Univerzi v
Harkovu, toda tamkaǰsnji akademiki tuje izobrazbe niso priznavali, zato je moral
univerzitetno izobrazbo pridobiti na novo. V magistrski nalogi je leta 1908 rešil
še dvajseti Hilbertov problem, v doktorski disertaciji leta 1913 pa se je posvetil
polinomski aproksimaciji funkcij. Že leto prej je objavil konstruktiven dokaz Weier-
strassovega izreka in v njem prvič predstavil Bernsteinove bazne polinome.
Na Univerzi v Harkovu je Bernstein poučeval vse do leta 1933. V tem času se
je ukvarjal predvsem z aproksimacijo funkcij in teorijo verjetnosti. Za svoje delo
je prejel veliko število nagrad in pridobil številna članstva v uglednih akademijah
znanosti.
Leta 1933 je postal predsednik oddelka za verjetnost in statistiko na Znanstvenem
inštitutu v Leningradu, kjer je do leta 1939 poučeval tudi na univerzi. Ko so se
politične razmere zaostrile, je pobegnil v Kazahstan in se po koncu vojne preselil v
Moskvo. Na tamkaǰsnji univerzi je najprej kot profesor, potem pa kot predstojnik
oddelka deloval vse do upokojitve leta 1957. Ta leta je posvetil raziskovanju in
dokončevanju del Čebǐseva in urejanju lastnega dela za objavo.
Sergei Natanovich Bernstein je umrl v Moskvi, 26. oktobra 1968.
2.2. Definicija. Naj bo Pn, n ∈ N∪{0}, prostor polinomov stopnje manǰse ali enake
n. To je vektorski prostor dimenzije n + 1, ki ga sestavljajo funkcije p : [0, 1] → R
oblike
p(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0
za neke realne koeficiente a0, . . . , an.







xi(1− x)n−i, x ∈ [0, 1]. (1)
Primer Bernsteinove baze za prostor polinomov stopnje manǰse ali enake 6 je
prikazan na sliki 1.
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Kot bomo videli nadaljevanju, lahko pojuben polinom p ∈ Pn izrazimo kot line-






i (x), x ∈ [0, 1].
Slika 1. Bernsteinova baza za prostor P6.
Bazni polinomi iz definicije 2.1 so pravzaprav dobro definirani na celotni realni
osi, vendar na interavalu [0, 1] zanje velja veliko število uporabnih lastnosti. Nekaj
ključnih je navedenih v naslednjem razdelku.
Z reparametrizacijo x 7→ x−a
b−a lahko te lastnosti prenesemo na poljuben zaprt interval








, x ∈ [a, b]. (2)
Da Bernsteinovi bazni polinomi res tvorijo bazo vektorskega prostora Pn, je razvi-
dno iz dejstva, da jih lahko enolično razvijemo po potenčni bazi in obratno, torej da
potenčno bazo izrazimo kot linearno kombinacijo Bernsteinovih baznih polinomov.
Velja naslednja trditev.


















































































kjer smo iz prve v drugo vrstico (1 − x)n−i razširili po binomskem izreku.
Za dokaz relacije (4) izpeljemo
















































kjer v prvi vrstici upoštevamo, da je 1 = (x+ (1− x))n−i. 














n + 1 dimenzionalna vektorja vrednosti baznih polinomov pri izbranem argumentu
x. Po predpisu (3) ju povezuje linearna transformacija Bn = APn, kjer je A realna








na mestu (i, j), 0 ≤ i ≤ j ≤ n. Elementi matrike torej ustrezajo koeficientom
izražave Bernsteinovih baznih polinomov v potenčni bazi.
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Primer 2.3. Transformacija med Bernsteinovo in potenčno bazo polinomov stopnje
manǰse ali enake 6 je podana z matriko
A =

1 −6 15 −20 15 −6 1
0 6 −30 60 −60 30 −6
0 0 15 −60 90 −60 15
0 0 0 20 −60 60 −20
0 0 0 0 15 −30 15
0 0 0 0 0 6 −6




2.3. Lastnosti. V tem poglavju si bomo ogledali ključne lastnosti, ki motivirajo
uporabo Bernsteinove baze.
Lema 2.4. Bernsteinovi bazni polinomi so nenegativni, torej
Bni (x) ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n.
Dokaz. Sledi neposredno iz predpisa (1). Binomski simbol je za naravna števila
vedno nenegativen, za x ∈ [0, 1] pa sta nenegativna tudi člena xi in (1− x)n−i. 
Lema 2.5. Bernsteinovi bazni polinomi stopnje n sestavljajo razčlenitev enote,
n∑
i=0
Bni (x) = 1.










xi(1− x)n−i = (x+ (1− x))n = 1.

Lema 2.6. Bazna polinoma Bni (x) in B
n
n−i(x) sta simetrična glede na premico x =
1
2
za vsak i ∈ {0, 1, . . . , n} oziroma
Bni (x) = B
n
n−i(1− x).















Ena glavnih motivacij za uporabo Bernsteinove baze je tudi njena stabilnost.
Naslednje trditve o stabilnosti ne bomo dokazovali, saj je dokaz zahteven in za nas
ni bistvenega pomena. Izpeljava dokaza in druge zanimive ugotovitve o stabilnosti
so navedene v [3].
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Trditev 2.7. Bernsteinova baza je optimalno stabilna, torej ne obstaja nenegativna
baza prostora Pn, ki je bolj numerično stabilna.
2.4. Uporaba. Bernstein je novo polinomsko bazo predstavil leta 1912. V članku
je s preprosto konstrukcijo dokazal, da lahko za vsako zvezno realno funkcijo f na
zaprtem intervalu poǐsčemo polinom, ki se ji poljubno prilega v neskončni normi.
Weierstrass, avtor izreka iz leta 1885, je tega sicer tudi dokazal, vendar je dokaz
zgolj zagotavljal obstoj in je temeljil na zahtevnih analitičnih argumentih.










ko n raste v neskončnost, enakomerno konvergira proti funkciji f, to je,
lim
n→∞
‖f − pn‖∞ = 0.
Bernsteinovi polinomi se za aproksimacijo funkcij zaradi počasne konvergence in
zaradi takrat še nerazvitega računalnǐstva v praksi niso uporabljali. So pa svoj pre-
boj, po tem ko so bili skoraj pol stoletja praktično pozabljeni, dočakali v 60. letih
preǰsnjega stoletja. Z razvojem računalnikov so v ospredje stopile prej omenjene
elegantne lastnosti teh baznih funkcij, ki omogočajo preprosto konstruiranje in ma-
nipulacijo geometrijskih oblik, kot so krivulje in ploskve. In zato so danes Bernstei-
novi polinomi eden izmed temeljnih pojmov v računalnǐsko podprtem geometrijskem
oblikovanju.
2.4.1. Bézierove krivulje. V zgodnjih 60. letih 20. stoletja sta francoska inženirja
Paul de Faget de Casteljau in Pierre Étienne Bézier prvič z matematičnimi for-
mulami opisala industrijske oblike. Zaposlena v avtomobilskih podjetjih, prvi pri
Citroënu in drugi pri Renaultu, sta neodvisno drug od drugega namesto z dragimi in
zamudnimi glinenimi modeli obliko avtomobila opisala s krivuljami, ki jih določajo
kontrolne točke, danes znane kot Bézierove krivulje. Čeprav se sprva noben od njiju
ni eksplicitno skliceval na Bernsteinove polinome, je jasno, da so glavne značilnosti
tesno povezane z njimi.
Te parametrične krivulje so v računalnǐski grafiki nepogrešljive za modeliranje
gladkih krivulj, prav tako pa se uporabljajo na primer v animacijskih aplikacijah, kot
je Adobe Flash, in pri računalnǐskih pisavah tipa TrueType. Krasi jih lepo število la-
stnosti, ki izhajajo iz Bernsteinovih polinomov, kot je simetrija in enostavno vǐsanje
in nižanje stopnje krivulje.
Definicija 2.8. Naj bo {p0, p1, . . . , pn} množica n+ 1 točk iz Rd, ki jih imenujemo







kjer so Bn0 , . . . , B
n
n Bernsteinovi bazni polinomi stopnje n.
Primer Bézierove krivulje na štirih kontrolnih točkah iz R2 je predstavljen na sliki
2.
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Opomba 2.9. V praksi so kontrolne točke običajno iz R2 ali R3, zanimiv pa je tudi
primer d = 1, ko je Bézierova krivulja pravzaprav kar polinom v Bernsteinovi obliki.
Ena najpomemneǰsih lastnosti Bézierovih krivulj je geometrijska intuitivnost, saj
se krivulja ob premikanju kontrolnih točk prilagaja njihovi poziciji in pri tem ohranja
gladkost. Poleg tega vedno leži v konveksni ovojnici svojih kontrolnih točk.
Slika 2. Bézierova krivulja s kontrolnimi točkami (2, 2), (5, 16),
(20, 10) in (12, 1).
Numerično stabilna metoda za izračun vrednosti polinoma v Bernsteinovi obliki
in konstrukcijo Bézierovih krivulj se imenuje de Casteljaujev algoritem. Ta izhaja iz
dejstva, da lahko bazo prostora vǐsje dimenzije rekurzivno izrazimo z Bernsteinovimi
polinomi nižje stopnje.
Trditev 2.10. Bazni polinom Bni i ∈ {0, 1, . . . , n}, n ∈ N, lahko izrazimo z rekur-
zivno zvezo
Bni (x) = xB
n−1
i−1 (x) + (1− x)Bn−1i (x), (6)
kjer privzamemo Bni (x) = 0 za i /∈ {0, 1, . . . , n}.
Dokaz. Trditev dokažemo z uporabo definicije Bernsteinovih baznih polinomov in
lastnosti binomskega simbola. Izpeljemo, da za vsak i ∈ {0, 1, . . . , n} velja































Algoritem 2.11. Naj bodo p0, p1, . . . , pn ∈ Rd kontrolne točke in t0 ∈ [0, 1] para-










i+1 za j = 1, . . . , n
Velja, da je p
(n)
0 = B(t0).








































Geometrijsko algoritem interpretiramo kot zaporedje linearnih interpolacij v vsa-
kem koraku na novo dobljenih točk. Kontrolne točke po vrsti povežemo v poligon.
Dobljene daljice razdelimo v razmerju t0 : (1 − t0) in znova v poligon povežemo te
nove točke. To ponavljamo, dokler nam ne ostane ena sama točka. Ta točka je točka
na krivulji pri parametru t0.





Slika 3. Grafični prikaz de Casteljaujevega algoritma za Beziérovo





De Casteljaujev algoritem za iskanje vrednosti polinoma ima časovno zahtevnost
O(n2). To je potratneje kot Hornerjev algoritem, ki je časovne zahtevnosti O(n) in je
po številu operacij optimalen algoritem za iskanje vrednosti polinoma v neki točki,
vendar pa je zaradi konveksnih kombinacij de Casteljaujev algoritem stabilneǰsi.
3. Dualna Bernsteinova baza
3.1. Osnove dualnih baz. Naj bo V končnorazsežen vektorski prostor s skalarnim
produktom 〈·,·〉 : V × V → R.
Definicija 3.1. Naj bo {u1, u2, . . . , un} baza vektorskega prostora V dimenzije n.
Množica {v1, v2, . . . , vn} je dualna baza baze {u1, u2, . . . , un}, če zanjo velja
〈ui, vj〉 = δi,j =
{
1, če i = j
0, sicer
, i, j = 1, . . . , n. (7)
Preverimo, ali je dualna baza dobro definirana. V ta namen si ogledamo linearno
kombinacijo
α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn = 0.
Če zgornji izraz skalarno pomnožimo z u1, po definiciji 3.1 sledi, da je skalar α1 enak
0. Dalje izraz skalarno pomnožimo še z vektorji u2 do un in zaporedoma dobimo, da
so tudi skalarji α2, . . . , αn enaki 0. Od tod sledi, da so vektorji v1, v2, . . . , vn linearno
neodvisni in ker jih je ravno enako število kot vektorjev v množici {u1, . . . , un}, je
takšna dualna baza res baza vektorskega prostora V in je torej dobro definirana.
Izrek 3.2. Vsaka baza končno razsežnega vektorskega prostora ima enolično dolo-
čeno pripadajočo dualno bazo.
Dokaz. Izrek bomo dokazali kasneje, za poseben primer dualne Bernsteinove baze
v razdelku 3.2, v splošnem pa z uporabo dualnih linearnih funkcionalov v razdelku
3.4. 
3.2. Izpeljava dualne Bernsteinove baze. Na prostoru s kvadratom integrabil-





Omejimo se sedaj na vektorski prostor Pn polinomov stopnje manǰse ali enake n.
Bernsteinova baza {Bn0 , Bn1 , . . . , Bnn} ima kot vsaka druga baza pripadajočo du-
alno bazo {Dn0 , Dn1 , . . . , Dnn}. Cilj tega razdelka je eksplicitno izraziti dualne bazne
funkcije kot linearno kombinacijo Bernsteinovih baznih polinomov. V pomoč nam
bodo naslednje ugotovitve.
Lema 3.3. Skalarni produkt dveh Bernsteinovih baznih polinomov je














Dokaz. Po definiciji skalarnega produkta (8) in Bernsteinovih baznih polinomov je
































kjer B : R2 → R v drugi vrstici dokaza označuje funkcijo beta, ki je definirana s
predpisom B(a, b) =
∫ 1
0
ta−1(1 − t)b−1dt in za katero velja B(n, k) = 1
(n+k−1)(n+k−2k−1 )
za naravni števili n, k. 




n+ j + 1
k
)(
−r − j − 1
n− j − k
)(












ki je poseben primer enakosti iz [2, poglavje 1.2.6, primer 31] pri izbiri R = n − r,








p− r − k
)
((r − p)(2r + 2k + 1)) = 0, (11)
ki je poseben primer enakosti iz [2, poglavje 1.2.6, primer 53] za R = −2r − 1,
M = p− r in S = 2p+ 1. Obe enakosti je moč dokazati z elementarnim, a obsežnim



























velja Xp,r = δp,r za vsa cela števila p, r = 0, 1, . . . , n.
Dokaz. Po definiciji binomskega koeficienta, posplošenega na negativna cela števila,

















(−1)p+j+q−j(r + q)!(2n− q − r)!(n− j)!(n+ j + 1)!(n− r)!(j + r)!
(n+ j + 1)(2n+ 1)!(n+ j)!(q − j)!(r + j)!(n− r)!(n− q)!
= (−1)p+q 1
(2n+ 1)
· (q + r)!(2n− q − r)!
(2n)!
· (n− j)!















































n+ j + 1
n− q
)(
−r − j − 1
q − j
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n+ j + 1
k
)(
−r − j − 1
n− j − k
)(




































(−1)p+j (2j + 1)(n + j + 1)!(n− j)!(n− r)!(n− r)!(j + r)!
(n + j + 1)(n− p)!(j + p + 1)!(n− p)!(p− j)!(n + j)!(j − r)!(n− j)!
= (−1)p+r (n− r)!(n− r)!(2r)!




















= 0 za vse j < r. Enakost iz druge
























(p− j)!(p+ j + 1)!
· (j + r)!
(j − r)!(2r)!
= (−1)p+j (j + r)!
(p− j)!(p+ j + 1)!(j − r)!
.
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Sedaj obravnavamo dva primera. Najprej predpostavimo, da je r < p. Na Zp,r iz




(2r + 2k + 1)
(
2p+ 1






V tem primeru iz enakosti (11) sledi, da je Zp,r = 0 in posledičnoXp,r = 0. Simetrično
to velja tudi za r > p. V primeru, da je r = p, iz (13) izračunamo:
Xp,p = (−1)2p
(n− p)!(n− p)!(2p)!










Če povzamemo, smo za Xp,r torej dobili predpis
Xp,r =
{
0, r 6= p
1, r = p
= δp,r.
S tem smo dokazali trditev. 
Sedaj lahko navedemo glavni rezultat tega razdelka.
Izrek 3.5. Dualni bazni polinomi Dn0 , D
n
1 , . . . , D
n
n Bernsteinove baze







j (x), i = 0, 1, . . . , n, (14)

























Dokaz. Izrek bomo dokazali s pomočjo lem 3.3 in 3.4. Iz (14) sledi
〈Dnp , Bnr 〉 =
n∑
q=0













































Pri tem smo iz prve v drugo vrstico uporabili enakost (9), iz druge v tretjo pa (12).
S tem smo pokazali, da takšni polinomi {Dn0 , Dn1 , . . . , Dnn} res zadoščajo pogoju
dualnosti po definiciji 3.1. 
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Graf dualnih baznih polinomov za prostor polinomov stopnje manǰse ali enake 6
je prikazan na sliki 4.
S konstrukcijo smo dokazali obstoj dualne baze Bernsteinovih polinomov, enolič-
nost pa sledi po naslednjem razmisleku. Recimo, da za nek bazni polinom Bni ,
i ∈ {0, 1, . . . , n}, obstajata dva polinoma Dni1 in D
n
i2
, za katera velja











〉 = 0, j 6= i.
Velja torej, da je 〈Bnj , Dni1 − D
n
i2




pravokoten na vse vektorje stopnje manǰse ali enake n, kar je možno
le, če je Dni1 −D
n
i2




Opomba 3.6. Enak razmislek za enoličnost dualne baze velja tudi za poljubno
izbrano bazo, za katero vemo, da dualna baza obstaja. S tem pa še nimamo zagoto-
vljenega obstoja dualne baze za poljubno bazo. Tega bomo dokazali v razdelku 3.4
o linearnih funkcionalih.
Slika 4. Dualna Bernsteinova baza za prostor P6.
3.3. Matrični zapis relacije med bazama. Bernsteinove bazne polinome in du-














pri izbranem argumentu x. Iz enačbe (14) opazimo, da vektorja Bn in Dn povezuje
linearna preslikava
Dn = CBn.
Matrika C = [ci,j]i,j=0,1,...,n je realna matrika velikosti (n+1)×(n+1), katere elementi
so ravno koeficienti izražave dualnih baznih polinomov z Bersteinovimi.
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Trditev 3.7. Matrika C je simetrična, to pomeni, da je ci,j = cj,i.

























Enakost izrazov v (15) in (16) sledi iz komutativnosti seštevanja in množenja realnih
števil. 
Iz trditve sledi, da je dualna Bernsteinova baza simetrična in velja
Dni (x) = D
n
n−i(1− x). Posledično velja tudi, da je matrika C diagonalizabilna.
Primer 3.8. Poglejmo si primer matrike C za n = 5.
C =

36 −90 120 −90 36 −6
−90 372 −594 489.6 −207.6 36
120 −594 1144.8 −1064.4 489.6 −90
−90 489.6 −1064.4 1144.8 −594 120
36 −207.6 489.6 −594 372 −90
−6 36 −90 120 −90 36

Vidimo, da je matrika res simetrična. ♦
Trditev 3.9. Matrika C je inverzna matrika matrike skalarnih produktov Bernste-
inovih polinomov, t.j. Gramove matrike G = [〈Bni , Bnj 〉]i,j=0,...,n.




ci,k〈Bnk , Bnj 〉 = 〈Dni , Bnj 〉 = δi,j.
Vidimo, da so na mestih, kjer je i = j, to je na diagonali, enice, drugod pa 0. To
dokazuje, da je C ·G ravno identična matrika. 
Trditev 3.10. Matriko C lahko razstavimo z razcepom Choleskega na produkt
C = V V T , kjer je V spodnje trikotna matrika velikosti (n + 1)× (n + 1). Elementi











) √2j + 1.
Obstoj razcepa Choleskega dokazuje, da je matrika C pozitivno definitna.
Dokaz. Izračunamo, da za element (i, j) matrike V V T velja





















) (2k + 1)) = ci,j,
kar dokazuje trditev. 
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Primer 3.11. Za primer vzemimo matriko C za n = 5 iz primera 3.8. Faktor








−15.0000 21.8238 −18.7830 9.5247
6.0000 −9.6995 10.7331 −9.5247 6.0000
−1.0000 1.7321 −2.2361 2.6458 −3.0000 3.3166
 .
♦
3.4. Dualni funkcionali. Preko dualne baze {Dn0 , Dn1 , . . . , Dnn} lahko predstavimo
dualne linearne funkcionale.
Definicija 3.12. Naj bo {Bn0 , Bn1 , . . . , Bnn} Bernsteinova baza prostora Pn in
{Dn0 , Dn1 , . . . , Dnn} množica pripadajočih dualnih baznih funkcij. Dualni linearni
funkcional ∆ni , i ∈ {0, 1, . . . , n}, je definiran s predpisom
∆ni : f 7→ 〈Dni , f〉. (17)
Prostoru, ki ga razpenja množica {∆n0 ,∆n1 , . . . ,∆nn} dualnih linearnih funkcionalov,
pravimo dualni prostor prostora Pn.
Tako definirani linearni funkcionali so res dualni funkcionali za Bernsteinove ba-
zne polinome, saj velja, da je ∆ni (B
n
j ) = δi,j. Definirani so za vsako s kvadratom
integrabilno funkcijo f : [0, 1]→ R, za polinome pa velja tudi naslednja trditev.
Trditev 3.13. Naj bo p nek polinom iz Pn. Uporaba dualnih linearnih funkciona-
lov na p generira koeficiente polinoma v Bernsteinovi obliki, to pomeni, da je vsak











1 + . . .+ anB
n
n .








aj〈Dni , Bnj 〉 = ai,
kar je res ravno koeficient pred i-tim Bernsteinovim baznim polinomom. 
Sedaj lahko dokončno dokažemo izrek 3.2. Ta sledi iz Rieszovega izreka o funk-
cionalih, ki pravi, da za linearni funkcional ϕ : V → C, kjer je V vektorski prostor
s skalarnim produktom, obstaja enolično določen vektor c ∈ V , za katerega velja
ϕ(v) = 〈c, v〉 za vsak v ∈ V. Če to apliciramo na primer dualne Bernsteinove baze,
obstaja natanko en polinom Dni ∈ Pn, da velja enakost ∆ni (p) = 〈Dni , p〉 za vsak
p ∈ Pn.
18
4. Baza prostora Pn z ničelnimi robnimi pogoji
Definicija 4.1. Vektorski prostor polinomov stopnje manǰse ali enake n z 2k ničel-
nimi robnimi pogoji je
P (n,k) =
{












= 0 za i = 0, . . . , k − 1
}
,






Z besedami je to (n+ 1− 2k)-dimenzionalen prostor, katerega prvih k−1 odvodov





, saj je sicer
dimenzija prostora negativna in dobimo trivialen prostor. Vidimo, da je za k = 0
prostor P (n,0) = Pn.
4.1. Dualna Bernsteinova baza prostora Pn z robnimi pogoji. V tem raz-
delku bomo poiskali Bernsteinovo bazo za prostor P (n,k) ter, tako kot v preǰsnjem
poglavju, izpeljali njeno dualno bazo.
Za realna števila a0, a1, ...an naj bo
q(x) = a0B
n
0 (x) + a1B
n





= a0(1− x)n + a1nx(1− x)n−1 + . . .+ an−1nxn−1(1− x) + anxn.
nek splošen polinom v Bernsteinovi obliki.
Polinom q je element prostora
P (n,1) = {p(x) ∈ Pn : p(0) = p(1) = 0},
če je q(0) = 0 in q(1) = 0, od koder sledi, da sta koeficienta a0 = 0 in an = 0.
Polinom q ∈ P (n,1) lahko torej zapǐsemo v obliki
q(x) = a1B
n
1 (x) + . . .+ an−1B
n
n−1(x).
To pomeni, da lahko vsak polinom iz P (n,1) izrazimo kot linearno kombinacijo
polinomov Bn1 , . . . , B
n
n−1. Ker so ti polinomi tudi linearno neodvisni, sledi, da je
{Bn1 , . . . , Bnn−1} baza prostora P (n,1).
Podobno, če zahtevamo, da je q element
P (n,2) = {p(x) ∈ Pn : p(0) = p(1) = p′(0) = p′(1) = 0},




2 (x) + . . .+ an−2B
n
n−2(x).
Množica {Bn2 , . . . , Bnn−2} je torej baza prostora P (n,2).
V splošnem torej vidimo vzorec, da je Bernsteinova baza prostora P (n,k) za





množica {Bnk , . . . , Bnn−k}.
Primer Bernsteinove baze prostor polinomov stopnje manǰse ali enake 9 s šestimi
ničelnimi robnimi pogoji lahko vidimo na sliki 5.
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Slika 5. Bernsteinova baza za prostor P (3,9).
Kot smo dokazali v preǰsnjem poglavju, ima tudi Bernsteinova baza
{Bnk , . . . , Bnn−k} enolično določeno dualno bazo
{D(n,k)k , . . . , D
(n,k)
n−k }.











j , i = k, . . . , n− k (18)
s takimi realnimi koeficienti c
(k)
i,j , da je zadoščeno pogoju dualnosti
〈D(n,k)i , Bnj 〉 = δi,j, i, j = k, . . . , n− k. (19)









i,j = ci,j, i, j = 0, . . . , n,
to pa je, kot smo že dokazali v izreku 3.5, dualna baza Bernsteinovih polinomov.
Koeficiente za k > 0 potem izračunamo rekurzivno po formuli iz naslednjega izreka.
Izrek 4.2. Dualna baza {D(n,k)k , . . . , D
(n,k)
n−k } Bernsteinove baze {Bnk , . . . , Bnn−k} vek-

















































































Dokaz. Pokazati želimo, da so D
(n,k)
k , . . . , D
(n,k)
n−k elementi P (n,k) in da zadoščajo po-
goju dualnosti. Izrek dokazujemo z indukcijo po k. Vemo, da je {D(n,0)0 , . . . , D
(n,0)
n }

































To pomeni, da so funkcije D
(n,1)
1 , . . . , D
(n,1)
n−1 po formuli (18) linearna kombinacija
polinomov Bn1 , . . . , B
n
n−1, ki pa so baza prostora P (n,1). Dokazali smo torej, da re-
kurzivna formula za k = 1 generira elemente iz prostora P (n,1), zdaj pa preverimo
še, ali ti polinomi zadoščajo pogoju dualnosti (19). Res za i, j = 1, . . . , n− 1 velja










j 〉︸ ︷︷ ︸
=0
−β(1)i 〈D(n,0)n , Bnj 〉︸ ︷︷ ︸
=0
= δi,j.
Za korak indukcije predpostavimo, da je množica {D(n,k−1)k−1 , . . . , D
(n,0)
n−k+1} dualna
baza Bernsteinove baze {Bnk−1, . . . , Bnn−k+1} za prostor P (n,k−1). Podobno kot prej































kar pomeni, da so po enakem razmisleku kot prej funkcije D
(n,k)
k , . . . , D
(n,k)
n−k res ele-
menti prostora P (n,k). Poglejmo še skalarni produkt
















j 〉︸ ︷︷ ︸
=0
= δi,j,
kjer sta i, j = k, . . . , n− k.
Torej je baza, dobljena po formulah iz izreka, res dualna baza Bernsteinove baze za
prostor P (n,k). S tem smo izrek dokazali. 
Graf dualnih baznih polinomov Bernsteinove baze iz slike 5 je prikazan na sliki 6.
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Slika 6. Dualna Bernsteinova baza za prostor P (3,9).





















pri izbranem x (n+ 1− 2k)-dimenzionalna vektorja.
Iz (18) vidimo, da vektorja B(n,k) in D(n,k) spet povezuje linearna preslikava
D(n,k) = CB(n,k).
Matrika C = [ci,j]i,j=0,1,...,n je realna matrika velikosti (n + 1 − 2k) × (n + 1 − 2k),
katere elementi so koeficienti izražave dualnih baznih polinomov prostora z robnimi
pogoji z Bersteinovimi baznimi polinomi. Zanjo veljajo vse lastnosti, navedene v
razdelku 3.3.
Prav tako lahko na enak način kot v razdelku 3.4 o linearnih funkcionalih, izpelja-
nih iz dualnih baznih funkcij, definiramo tudi linearne funkcionale za dualne bazne
funkcije prostora z ničelnimi robnimi pogoji. Fukcional ∆
(n,k)
i je podan s predpisom
∆
(n,k)
i : f 7→ 〈D
(n,k)
i , f〉, i = k, . . . , n− k,










5. Zvezna aproksimacija po metodi najmanjših kvadratov
Za potrebe numeričnega računanja pogosto potrebujemo polinomsko aproksima-
cijo za zahtevneǰse funkcije. V računalnǐsko podprtem geometrijskem oblikovanju
običajno želimo še, da je ta aproksimacijski polinom izražen v Bernsteinovi bazi. Kot
smo videli v poglavju o uporabi Bernsteinovih polinomov, lahko do poljubno dobrega
približka glede na neskončno normo pridemo z enakomerno aproksimacijo, a je kon-
vergenca Bernsteinovih polinomov počasna in zadovoljivo aproksimacijo dobimo šele
pri zelo visoki stopnji aproksimacijskega polinoma. Za praktično aproksimacijo je
priročneǰsa metoda najmanǰsih kvadratov.
Aproksimacijo po metodi najmanǰsih kvadratov lahko zasnujemo na diskreten ali
zvezen način. Za diskretno metodo si izberemo množico funkcijskih vrednosti, ki
jih nato aproksimiramo s polinomom, vendar pa pogosto ne vemo, koliko točk bi
izbrali in kako bi jih razporedili, da bi prǐsli do želene natančnosti. Če funkcijo
poznamo v zaključeni obliki, je zato primerneje poseči po zvezni metodi najmanǰsih
kvadratov, kjer je aproksimacijski polinom pravzaprav limitni polinom diskretne
metode najmaǰsih kvadratov, ko gre število ekvidistantnih točk proti neskončno. V
naslednjem razdelku bomo to metodo natančneje izpeljali in si pogledali koristnost
dualne baze v tem postopku.




Pri zveznem problemu najmanǰsih kvadratov ǐsčemo aproksimacijski polinom
p∗ ∈ Pn stopnje manǰse ali enake n za funkcijo f ∈ L2([0, 1]) z lastnostjo
‖f − p∗‖2 = min
p∈Pn
‖f − p‖2.
Naj bo P = {p0, p1, . . . , pn} neka baza prostora Pn. Norma residuala r := f − p
je najmanǰsa za tisti polinom, pri katerem je r ortogonalen na prostor Pn, torej na
vse bazne polinome. To pomeni, da mora veljati
〈f − p∗, pi〉 = 0 ⇐⇒ 〈f, pi〉 = 〈p∗, pi〉, i = 0, 1, . . . , n, (23)
pri čemer ekvivalenčna relacija sledi iz linearnosti skalarnega produkta.
Naj bo Q = {q0, q1, . . . , qn} še neka druga baza prostora Pn, po kateri razvijemo
polinom p∗ v obliki
p∗ = a0q0 + a1q1 + . . .+ anqn.
Iz pogojev v (23) dobimo sistem n+ 1 enačb
a0〈p0, q0〉+ a1〈p0, q1〉+ . . .+ an〈p0, qn〉 = 〈f, p0〉,
a0〈p1, q0〉+ a1〈p1, q1〉+ . . .+ an〈p1, qn〉 = 〈f, p1〉,
...
a0〈pn, q0〉+ a1〈pn, q1〉+ . . .+ an〈pn, qn〉 = 〈f, pn〉
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z n+1 neznankami, ki določajo koeficiente a0, a1, . . . , an aproksimacijskega polinoma.
Tak sistem enačb lahko zapǐsemo v matrični obliki kot
〈p0, q0〉 〈p0, q1〉 · · · 〈p0, qn〉





















Opomba 5.1. Matrika skalarnih produktov G se imenuje Gramova matrika.
Ta postopek seveda drži za katerikoli bazi vektorskega prostora, vendar pa pri
numeričnem računanju izbira baz spremeni zahtevnost in natančnost računanja. V
nadaljevanju bomo ocenili nekaj možnosti.






i+ j − 1
,
ki je znana kot primer občutljive matrike.
Ugotovimo, da bi postopek izbolǰsali, če bi bila matrika G čimbolj enostavna. S
tem bi pridobili na hitrosti računanja, prav tako pa bi se izognili računanju velikega
števila skalarnih produktov, torej določenih integralov, in s tem zmanǰsali napako.
Recimo, da bi za P = Q vzeli ortonormirano bazo. Potem bi bila matrika G
identiteta in bi morali izračunati samo vektor na desni strani matrične enačbe (24).
Problem je, da take baze niso vedno primerne za natančno numerično računanje,
prav tako pa moramo ortonormirano bazo, če nimamo eksplicitno izražene, poiskati
s pomočjo Gram-Schmidtove ortogonalizacije, kar spet privede do večjih napak.
V primeru, da za P vzamemo dualno bazo baze Q, je G po definiciji dualne baze
3.1 identiteta. Če imamo dualno bazo eksplicitno izraženo, potem izračunamo le
vektor na desni strani matrične enačbe (24), ki je kar enak vektorju koeficientov





Pri računalnǐsko podprtem geometrijskem oblikovanju želimo polinom običajno izra-
ziti v Bernsteinovi bazi. Ker smo v preǰsnjem poglavju izpeljali eksplicitno formulo














Opomba 5.2. Pri eksaktnem računanju dobimo s tem postopkom enak aproksima-
cijski polinom ne glede na izbiro baz P in Q.
Primer 5.3. Poglejmo si primer aproksimacijskega polinoma stopnje 10 za funkcijo
f(x) = sin(x3). S programom MATLAB izračunamo naslednje koeficiente in napako:
p∗(x)
.
= 0, 03Bn0 (x)− 0, 18Bn1 + 0, 85Bn2 (x)
‖f − p∗‖2
.
= 0, 91 · 10−2
Slika 7. Aproksimacija funkcije sin(x3) po zvezni metodi najmanǰsih
kvadratov za n = 3.
♦
5.2. Aproksimacija z zlepki. Če želimo bistveno zmanǰsati napako aproksima-
cije, moramo tudi pri metodi najmanǰsih kvadratov slej ko prej poseči po izrazito
visokih stopnjah polinomov, kar lahko vodi k numerični nestabilnosti in nezaželenim
oscilacijam. Praktična rešitev je uporaba zlepkov. Pri aproksimaciji z zlepki izva-
jamo polinomsko aproksimacijo na manǰsih podintervalih definicijskega območja,
nato pa te zlepimo skupaj v odsekoma polinomsko funkcijo. Na ta način dosežemo
primerljivo napako že pri nižjih stopnjah polinoma. Za tako sestavljeno odsekoma
polinomsko funkcijo običajno zahtevamo vsaj zveznost, pogosto pa tudi vǐsji red
gladkosti oziroma večkratno zvezno odvedljivost.
Za konstrukcijo interpolacijskega zlepka najprej določimo delilne točke a = x0 ≤
x1 ≤ · · · ≤ xm = b, m ∈ N. Na vsakem od m podintervalov [xi, xi+1], i =
0, 1, . . . ,m−1, funkcijo aproksimiramo s polinomom pi stopnje n. Na vsakem podin-
tervalu torej ǐsčemo n + 1 neznanih koeficientov polinoma, za katerega zahtevamo,
da velja pi(xi) = f(xi) in pi(xi+1) = f(xi+1). Tako zlepljena funkcija bo zaradi tega
pogoja v notranjosti najmanj zvezna, saj velja, da je
pi(xi+1) = pi+1(xi+1) = f(xi+1).
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Poleg tega lahko z naslednjimi pogoji za odsekoma polinomsko funkcijo zagotovimo


























Za konstrukcijo polinoma pi, ki bo deloma interpoliral funkcijo f , deloma pa jo





1 + · · ·+ ai,nB̃nn .
Pri tem za bazo vzamemo Bernsteinove bazne polinome, reparametrizirane na in-






(x− xi)i(xi+1 − x)n−i
(xi+1 − xi)n
, x ∈ [xi, xi+1].
Vrednosti koeficientov ai,0, ai,1, . . . , ai,k−1 in ai,n−k+1, ai,n−k+2, . . . , ai,n so določene
s pogoji (25). Za njihovo izpeljavo bomo potrebovali predpis za odvod reparametri-





(B̃n−1i−1 − B̃n−1i ), (26)















Dokaz prve enakosti sledi po definiciji s kraǰsim računom, drugo enakost pa dokažemo
z matematično indukcijo. Izpeljavo za interval [0, 1] najdemo v [8, poglavje 1, naloga
1.4] in [8, poglavje 1, naloga 1.15].
Iz predpisov (26) in (27) za odvode Bernsteinovih baznih polinomov, koeficiente z










































Ostale neznane koeficiente določimo po metodi najmanǰsih kvadratov. Uvedemo
polinom





k+1 + · · ·+ ai,n−kB̃nn−k.
Za interval [xi, xi+1] vpeljemo prirejen skalarni produkt





V poglavju 4 je za Bernsteinovo bazo {Bnk , Bnk+1, . . . , Bnn−k} izpeljana dualna baza.
Tako lahko po enakem premisleku kot v preǰsnjem razdelku aproksimacijski polinom




〈f, D̃(n,k)i 〉B̃ni ,
kjer so D̃
(n,k)
i reparametrizirani dualni bazni polinomi reparametriziranim Bernstei-
novim baznim polinomom glede na prirejen skalarni produkt (28).
Zlepek p∗i na intervalu [xi, xi+1] je oblike
p∗i = (ai,0B̃
n
0 + · · ·+ ai,k−1B̃nk−1) + q∗i + (ai,n−k+1B̃nn−k+1 + · · ·+ ai,nB̃nn), (29)




p∗1(x), x ∈ [a, x1]
p∗2(x), x ∈ [x1, x2]
...
p∗m(x), x ∈ [xm−1, b]
.
6. Zaključek
V zaključni nalogi smo obravnavali dualne bazne funkcije Bernsteinovih polino-
mov. V ta namen smo si najprej ogledali Bernsteinove bazne polinome in lastno-
sti, ki jih krasijo in zaradi katerih so danes, več kot sto let od prve omembe, ena
najpomembneǰsih polinomskih baz. Videli smo, da so bazni polinomi nenegativni,
sestavljajo razčlenitev enote in da ne obstaja nenegativna baza, ki bi bila bolj nu-
merično stabilna, torej da dobimo pri numeričnem računanju v Bernsteinovi bazi
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najmanǰse možne napake. Uporaba teh polinomov zato sega od aproksimacije funk-
cij do grafičnega oblikovanja. V sklopu tega smo si ogledali Bézierove krivulje, gladke
parametrične krivulje, ki so preko kontrolnih točk zlahka vodljive. Za občutno po-
enostavitev zveznega problema aproksimacije po metodi najmanǰsih kvadratov, ki
je opisana v zadnjem poglavju, in zmanǰsanje numeričnih napak pri tem postopku,
smo za Bernsteinovo bazo po definiciji dualnosti izpeljali predpis za pripadajočo
dualno bazo. Videli smo, da bazi povezuje linearna preslikava, ki jo predstavlja si-
metrična, pozitivno definitna matrika. Z dualnimi funkcionali, ki smo jih definirali
preko dualnih funkcij, smo nato dokazali, da je dualna baza enolično določena. Ker
pa aproksimacija na celotnem definicijskem območju včasih ni najbolj učinkovita,
se v praksi pogosto odločimo za aproksimacijo z zlepki. V ta namen smo poiskali še
Bernsteinovo in dualno Bernsteinovo bazo prostora polinomov Pn z 2k ničenimi rob-
nimi pogoji, kar pomeni, da je vrednost funkcije in prvih k − 1 odvodov v krajǐsčih
intervala enaka nič. Izkazalo se je, da je Bernsteinova baza takega prostora enaka
Bernsteinovi bazi prostora Pn brez prvih in zadnjih k polinomov. Dualni bazni
polinomi se potem izrazijo z rekurzivno zvezo. Na koncu smo torej predstavili še
zvezni problem aproksimacije najmanǰsih kvadratov in kako ga uporaba dualne baze
poenostavi. Pri aproksimaciji z zlepki smo kombinirali dve metodi, in sicer interpo-
lacijo na krajǐsčih vsakega podintervala ter metodo najmanǰsih kvadratov za iskanje
preostalih še neznanih koeficientov.
Več o različnih algoritmih za konstrukcijo dualnih baz lahko preberemo v [6], o
dualni bazi posplošenih Bernsteinovih baznih polinomov pa v [7].
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kovanje
power basis potenčna baza
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